V. Planimetrie §11 Mnoziny bodi danych viastnosti

§11. Mnoziny bodu danvch vlastnosti

Pozn.:
a) Zatim jsme se seznamili s jednou mnoZinou bodi danych vlastnosti — pfi definici

kruznice (viz §10).

b) Dalsi mnoZiny bodd, o nichZ fekneme, Ze jsou mnoZiny vSech bodi s danou

vlastnosti, musime dokazovat:
Necht’ M je hledana mnoZina bodd, U je mnoZina bodi s vlastnosti V. Musime

dokazat, ze M=U, tj. M cU AU c M. Tedy dokazujeme:
1. XeM = X eUsvlastnosti V'

2. XeUsvlastnosti V =>xeM

nebo obména 2.: X ¢ M = X ¢ U s vlastnosti V.

V.11.1.: Necht 4B je tsetka. MnoZinou viech bodii X € Ej, pro néZ |AX|=|BX|, je osa o
useCky AB.

[Dk.: U={Xe Ex |4X|=|BX]}
l.ocU: Xeolib.= Necht X e AB= X =S - stted AB =
=|4S|=|BS|=> X eU
Necht' X ¢ AB =2 ASX =aBSX (sus) =
= |4X|=|BX|=> X eU
2.Uco: XeUlib.=  |4X|=|BX|=

Necht X e AB=>X=S¢eco
Necht' X ¢ AB = 3a ABX - rovnoramenny
se zékladnou 4B, kde XS je téZnice, ale i

Vyékaﬁﬁ_LZEﬁXeo]

V.11.2.: Necht AB je usetka, ojeji osa. Pak plati:a) od = {X e Ey: |4x|<|Bx}
b) 0B = {X € Ex: |aX]|>|BX])

[Dk: 1.  Nechf X cod.
Necht' X € o = plati podle V.11.1.

Necht' X ¢ 0. Necht' X € AB- ziejmé
Necht' X ¢ AB. Oznalme Y e on BX

|BX|=|BY|+|1X|= ]ij+{1§¥| >|4X|=
|BX|>|4X|= plati vlastnost.

2. Necht X ¢od.
Necht X ¢ 0 = X €08 25 |BX| <|4X]| =

e

= neplati vlastnost pro polorovinu 04 .]
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V. Planimetrie §11 Mmnoziny bodii danych viastnosti

Pozn.: Tedy viechny body roviny lze rozdélit takto:

s

B

;,sg];;m laxi<lax]

V.11.3: Necht'a,bjsou dvé riznobéZzky, anb ={P}. MnoZinou viech bodi X € E,, pro n&?
plati: p(X,a) = p(X,b), je sjednoceni pfimek o, Uo,, kde o,,0, jsou osy 1ihli, které

pfimky a, b sviraji.

[Dk Oznacme U={X € E;: p(X,a) = p(X,b)}

b‘" X € 0, Vo, = sestrojme kolmé priméry bodu X na

\l > ptimky a,b— A4,, B,
/;\1 \{ aPXA, =aPXB, (usu) = |4,X|=|B,X|=> X eU
AR \
2. % o . X g0, Vo0, = p(X,a) =|4X|, p(X,b) = |BX]|
& b
Oznatme S € X4 o,.Podle 1. [SA] = [SC' , kde C je
.8 ﬂ7 kolmy primét S na b.

P

" Plati: |4X] =|45]+|sx] = 5] + |sx]| > |xc|>
™ nebot' v aBXC je XC piepona = |4X|> |BX|=
=>XeU]

Stejnym zplsobem by se dokazovaly i nésledujici véty:

V.11.4: Nechf a,bjsou dvé rovnob&zky, a # b. MnoZinou viech bodii X e E;, pro néz plati:
p(X,a)=p(X,b), je ptimka o || a (|| 5) , kde p(o,a) = p(o,b). Tuto pfimku
nazveme 0sou pasu s hraniénimi p¥imkami a,b.

V.11.5: Necht' «4VB je konvexni nenulovy uihel. MnoZinou viech bodd X e E. 2, X € XAVB,
pro néZ plati: p(X, 172) = p(X, EE) , je polopfimka o, kters je osou konvexniho thlu
AVB.

V.11.6: Necht p je ptimka. MnoZinou vSech bodii X € E;, které maji od piimky p stejnou
vzdalenost a,a € R”, je sjednoceni pfimek ¢ Ue,,kde ¢ || p|| e, Aple,p)=
= ple,, p) = a. Tyto ptimky nazveme ekvidistantou ptimky p.

43



V. Planimetrie §11 MnoZiny bodt danych vlastnosti

V.11.7.: Necht' k(S;r)je kiuznice. MnoZinou viech bodii X € E3, které maji od kruznice
k stejnou vzdalenost a,a € R",a <7, je sjednoceni kruZnic ¢, U e, , kde kruZnice
k,e, e, jsou soustfedné a plati p(e,,k) = p(e,,k) = a. Tyto kruZnice nazveme
ekvidistantou kruZnice £.

V.11.8.: Necht AB je isecka. Mnozinou viech vrcholi C € E; viech pravoﬁhl)'zch trojuhelniki
aABC s pteponou AB je mnoZina k\{4, B} kde k(S;5 'ABI —B . Tuto
mnoZinu budeme nazyvat Thaletovou kruznici nad pfeponou 4B a oznacovat k,(A4B).

[Dk.: plynezV.10.6.]

V.11.9.: Necht' 4B jé usecka, ]<3:ACB| velikost tthlu » . MnoZinou vrchold X e E; vech
aABX s jednou stranou 4B a thlem y o velikosti ]{ACB] je SJednocem vnitiku
—

oblouku ACBs jeho obrazem AC’'Bv soumérnosti podle pfi

Pozn.:
a) Pokud ¥4XB =« , pak fikdme, Ze tise€ka AB je vidét z bodu X pod thlem o,

resp. thela se nazyvé zornym tdhlem tsedky AB.
b) Konstrukce mnoziny U = {X € E;:|«AXB|=a}:
Hled4me S, resp. S', kde (4B): S — S’
1. # IAS| BS| =% § € osaAB
l%u | kol
2. o - stiedovy =>o=20

aABS :|<ABZ| = 1800 90"—%:90"-05_

= § € rameno <ABZ, kde [«ABZ|=90° -

Pi.: Sestrojte U ={X e Eg:]{AXB] =q}: a) IAB] =5cm, a =60°
b) [4B|=5cm, a =150°

Dk.: viz pfedchozi poznamka b)
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V. Planimetrie

Postup konstrukce:

§11 MnoZiny bodt danych viasmosti

l.o;o—o0sa 4B

2.4BAQ;|«BAQ| =

3.9:9 L 40, Aeq

4.5;Seqne

5840 AB)S —> S’ |

6.0 < 90° => V&t oblouky AB kruznic k(S;|SA]),k'(S"]S'4])
a > 90° => men3{ oblouky 4B kruznic £(S;|S4)), k'(S";|5"4])
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V. Planimetrie §12. KruZnice opsani a vepsana trojihelniku, t&tivovy a tenovy &tyfihelnik

§12. KruZnice opsana a vepsana trojuhelniku, tétivovy a tenovy
¢tyrihelnik

Def.: Necht’ ABC je trojihelnik. Kruznici, ktera prochazi body 4, B, C , nazjvéme kruznici
trojihelniku 4BC opsanou.

V.12.1.: Pro kazdy aABC plati: Existuje praveé jedna kruznice a ABC opsana, jeji stied S leZi
v priseéiku os stran trojuhelniku a polomér r = [ASI = ]BS I = ICS| :

[Dk.: A k.Bek,Cek= |AS| = iBS[ = |CS|, kde S'je stfed k&
IAS] = |BS] V;I:QLS € 0,,0, —osa usetky AB
IAS| = ICSI = S €0,,0, —0satseCky AC

Protoze AB ff AC no, L ABAo, LAC =0, f o, =38 €0, Mo,
IBSI:|CS|=>SEO3,03 —osauseCky BC = {S} =0, no,No,]

Det.: Necht’ ABC je trojihelnik, O jeho vnitini bod. KruZnici se stfedem O, ktera se dotyk4
vSech tif stran a4BC , nazyvame kruZnici trojubelniku 4 BC vepsanou.

V.12.2.: Prokazdy aABC plati: Existuje pravé jedna kruZnice 2 ABC vepsand, jeji stied Q leZ
v priise¢iku os vnitfnich Ghld trojuhelniku a polom@r r =|04,| =|0B,|=|0C, |, kde
4,,B,,C, jsou body dotyku této kruZnice se stranami a,b,c s ABC.

[Dk.: O je vnitini bod a4BC = 25 prochazi mezi rameny <BAC
c B,,C, —body dotyku se stranami b,c = |OBO| = |OC’0| =k

<" =aA40B, 2a40C, (Ssu) = <B,40 = <C,A0 = O o, = 40,
0, —osa «B,AC,

R ~5 Analogicky O € 0,,0, —0sa<C,B4,;0 € 0,,0, —0sa <B,C4, =
{O}=0,Mno,No,

Analogicky |04,| =|0B,| =|0C,|1

P
vl

Def.: Necht je ddna kruZnice k(S,7) . Konvexni &tyfihelnik, ktery je vepsan do kruZnice £,
nazyvame tétivovym &tyiuhelnikem.
(Necht je dan konvexni &tyfthelnik 4BCD. Ctytihelnik ABCD, kterému lze opsat
kruZnici, nazyvame tétivovym &tyfahelnikem.)

Pozn.: Tétivovymi ctyfthelniky jsou napt. &tverec, obdélnik, rovnoramenny lichob&znik.

V.12.3.: Necht 4ABCD je konvexni &tyfihelnik s vnitinimi uhly e, 3, ¥,0 . Pak plati:
Ctyfihelnik ABCD je tétivovy < a+y = S+ 6 =180°.
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V. Planimetrie §12. KruZnice opsana a vepsana trojihelnfku, tstivovy a teCnovy Styfihelnik

[Dk.: 1,,=”: Necht 4BCD je tetivovy =
=3 k(S,r):AekABekACek/\Dekapakplaﬁ:

a —obvodovy pfisl. DCB )
— B e =2a o+, =2(a+y)
—stfedovy piisl. DCB = ™! ’
A ca)] ks takéa)1+a)2 =360° }
y —obvodovy piisl. DAB 7= w, =2y
@, —stiedovy pfisl. DABJ
=a+y=180°=> f+6=180°
2,,<="Necht’ ve &tyfthelniku plati: a + y=pF+456=180°.
Opi$me kruznici a4BC = £ je obvodovym thlem pfisl. AC

obvodovy thel piisl. 2. oblouku AC mé velikost 180°— = 5 ,
tedy na k lezi vrcholy viech thld o velikosti 180° — f=d =

= De AC = D e k = ABCDje ttivovy]

Def.: Necht' je dan konvexni &tyfahelnik ABCD . Ctythelnik ABCD , kterému lze vepsat
kruZnici, nazyvame te&novym &tyfihelnikem.

Pozn.: Te¢novymi &tyfthelniky jsou napt. Ctverec, kosodtverec.

V.12.4.: Necht ABCD je &tyfahelnik se stranami a,b,c,d. Pak plati:
Ctyfuhelnik ABCDje teénovy <> a+c=b+d.

[Bk:: 1,,=:Necht ABCD je teCnovy
‘ < =|4,5]|=|D,S|=>844,S =4 AD,S (Ssu)= a = d

2

s analogicky a, = b,

¢ =b

¢, =d,

: s —htateatc,=b+b+d+d, =a+c=b+d
2 2.,<=":Necht v ABCD plati: a+c=b+d.

Sestrojme £ tak, aby se dotykala E, zZD),]_D_C)’ .

Necht’ BC je nesetnou k. Ved'me bodem C tegnu 7 ke k tak,

7e t ¢E‘_5;B'e 1N AB.

Pak AB'CD je te€novy= a—x+c=b'+d. Podle predpokladu
b =b"+ x = podle trojtihelnikové nerovnosti pro a B'BC musi
) l;yt b'=b=B=B"= ABCD je te¢novy]

o

o
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V. Planimetrie §13. Mocnost bodu ke kryuZnici

§13. Mocnost bodu ke kruznici

V.13.1.: Necht' k(S,r)je kruznice, M ¢ k bod. Necht s,,s, jsou dv& se¢ny kruznice k
prochézejici bodem M. Oznatme s, Nk ={4,B},s, Nk ={C, D} . Pak plati:
|MA4|-|MB| = |MC|-|MD.

[Dk.: a) M leZi ve vn&j$i oblasti £:
TN a = y (obvodové thly BD)=>aMAD ~aMCB (uu) =
‘ pA| _ |MD] _
= fiet = bt = [MA|-|MB| = |MC| - |MD|

b)/l/[leii ve vnitini oblasti & .
7 =a (obvodové uhly BD)

aMAD ~aMCB (uu) =
|« CMB| = |«AMD)|(vrchol. thly)

= A = b — |Ma| - |MB| = |MC|- | MD|

ZZ Iz

Pozn.: Cislo |MA|-|MB| je tedy nezavislé na poloze se&ny, zavisi pouze na poloze bodu M
vzhledem ke kruZnici £. Nasledujici definice je tedy korektni.

Def.: Necht' k(S,r) je kruZnice, M € E; bod. Necht’ s je libovolna se&na kruzmice &
prochézejici bodem M. Oznaéme s Nk = {4, B}.
Pak mocnosti bodu M ke kruznici k nazyvame redlné &islo m,, € R, pro které plati:

a) Mek=>m, =0
b) M lezi ve vn&jsi oblasti k = m,, =|MA|-|MB]|
c) M leZi ve vnitini oblasti k = m,, =~|MA|-|MB|
Pozn.: Nejmensi mocnost ke kruznici £(S,7) ma bod S; m, =—r?.

V.13.2.: Necht' k(S,r)je kruZnice, M bod leZici ve vn&jsi oblasti k. Necht ¢ je tedna
prochazejici bodem M ke kruZnici k s dotykovym bodem T. Pak plati: m,, = ]Jl/ﬂ"'2 ;
|

/

/

/ Necht’ s je se€na takova, Ze S € 5. Oznaéme sk = {4, B}.

my, =|MA|-|MB| = (s + r)(s =) = s> =" = |MT| (<aMTS je
pravothly trojihelnik) ]

T

ARy




V. Planimetrie §13. Mocnost bodu ke kryZnici

V.13.3.: Necht a,b jsou dvé riznobézky, a mb = {M}. Pak plati:

a) Jestlize dva riizné body 4, B leZi na téZe polopiimce p¥imky a s poCatkem M a
dva riizné body C,D leZi na téZe polopfimce piimky b s poatkem M a plati-li
|MA|-|MB| = |MC|-|MD), pak body 4,B,C,D lezi na téZe kruznici .

b) Jestlize body 4, B leZi na opaénych polopfimkéch pfimky a s poCatkem M a body
C,D lezi na opa¢nych poloptimkach piimky b s pocatkem M a plati-li
|MA|-|MB| = |MC|-|MD|, pak body 4,B,C,D leZi na téZe kruznici .
[MA|- |MB| = |MC] - |MD| = 12 = FZl A
|«<AMD|=|«CMB|=>2 AMD ~2CMB (sus) =
= |[«MAD| = |[«MCB|.
Necht k je kruZnice opsana aABD = «<BAD je
obvodovy uhel pfislusny BD= protozZe
|«BAD|=|«DCB], je také <DCB obvodovy

uhel pFislusny BD=>Cek
b) analogicky ]

Pozn.: V.13.3. je obracenim V.13.1.



